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Capitolul 1
PRIMITIVE

1.1. Notiunea de primitiva.
Operatii cu functii care admit primitive

Definitia 1. Fie intervalul / c R si functia f: I - R. Spunem c# functia f admite
primitive pe I daci existd F : I — R, derivabila pe I si F'(x) =f(x), V x € I. Functia F'

se numeste primitiva lui f (sau antiderivata) pe intervalul / (functia f se numeste
primitivabila).

Procedeul (operatia) prin care se determind primitivele unei functii se numeste in-
tegrare (sau antiderivare).

Teorema 1. Dacd F, F, : ] > R sunt dou# primitive ale functiei f: I - R (/ interval),
atunci ele difera printr-o constanta (adica existd ¢ € R astfel incat Fi(x) = Fa(x) + c,
Vxel).

Notatll: ()= {f: I > R}; € = {f: I > R | fconstantd}.

Pe F(I) se introduc operatiile de ,,adunare a functiilor” i ,,inmultire cu scalari” ast-
fel: fief, g € F(I), o € R:

of+g IR (f+ Q@ =/()+gx), Vxel,

caf:I->R, (0 )x)=af(x),Vxel

Observatii: 1. €< F(I);

2.daci Fc A, G F),a € ]R,atunci]-'+g={f+g:1—>]R|fe:7-',ge G}
aF={af:I->R|fe F};

30¢=%,Vaek, 4. ¢+ ¢= €

Definitia 2. Fie f: ] — R o functie care admite primitive pe intervalul / c R. Mulfi-
mea tuturor primitivelor lui fpe intervalul ] se numeste integrala nedefinitd a lui f'si se
noteazi I f(x)dx . Daci F este o primitivd a lui f, avem:

j f(x)dx=F(x)+ %

Observatie. Definitia primitivei unei functii poate fi extinsd pe reuniuni finite de in-
tervale distincte. In acest caz, doud primitive nu diferd printr-o constanta.

Exemplu. Fie f: R\ {2} - R, f(x) = 2x — 5. Ludm primitivele:

X =5x,x<2 x-5x+1Lx<2 Lx<2
F={", Em={" . Avem (F, — F)() = .
x—5x+4,x>2 x -5x+1L,x>2 3,x>2
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Tabel deintegrale nedefinte

Nr.

ert Functia Integrala nedefinita
n+l
1. [fRoR f(x)=x"neN jx”dx:“ + ¢
n+1
a+1
2. | IR Ic(0, ), f(x)=x,aecR\ {1} jxadx: 2 ]+%>
a—+
1
3. |1 IR Ic(0, %), f(x)= — chLYzlnx + ¢
X X
. 1 dx ;,
4. |1 IR Ic(-,0),f(x)= — j— =In(—x) + €=Inp|+ &
X X
5. [\ RoR f(¥)=d,a>0,a=1 [adr= T L@
Ina
]
IR f(x)= ~,a>0, =
6. | o=z le 2dx:2ilnx v e
TR\ {a,a) X —a a |x+a
1 1 i
7. f:R—)R,f(x):%,a;tO J. 5 2dx:—arctg£+i‘n‘
X +a X +a a a
8. |/:R >R, f(x)=sinx [sinxdx=—-cosx + &
9, |/'R>R,f(x)=cosx jcosxdx=sinx+%7
1
f IR, f(x)= —5—,
10. . s [——dr=tgx+ &
ICR\{inkeZ} €as* &
2
1
[ 1> R fx)= ——,IcR\{kn |k e B
11. s’ x I ——dx =—ctgx + ¢
Z} S x
IR f(x)=tgx,
12. tgxdx = —In|cos x| + ¢
IR\ {Mkez} J
2
13. [fiI>Rf)=ctgx, [ cR\ {kn|k e Z} |[ctgxdx =Injsinx+ ¢
1 1 A
14. | RSR,f(x)= ———,a#0 ———dv=n(x+V¥ +a’ ) +¥
X +a '[\/x“Jra
_, 1 1 —
15. 11> R, f(x)= ,a>0, = d.\'=ln‘.r+\/x'+a ‘+‘€
vaﬂ—a

| 2 2
X —a




Nr.

=i Functia Integrala nedefinita

IR\ {~mw,—a} saul c (a, ©)

>0, 1 .X .
J.—(Lr =arcsin— + ¢
2 5
a —x 4

1
f:[—)R,f(x)=f,a
16. va' —x°

I < (—a, a)

Teorema 2. Fie functiile f, g : / — R care admit primitive pe intervalul / si fie
o € R". Atunci functiile f+ g, o : I — R admit primitive pe / si avem:

2) [(of)x)dx = [ f(x)dx

b) j F(x)dx = j f(x)dx+ ¢

o) [(f(x)+g(x)dx = [ f(x)de+ [ g(x)dx.

Teorema, 3. Orice functie continua pe intervalul / admite primitive pe /.

Probleme rezolvate
1. Determinati a, b € R, stiind ca functia f admite primitive pe R, unde:
) 3x"+2x+a,x<0
x)= .
e +b,x>0
) s o i [—.\"l +x +ax+e,x<0
Solutie. O primitivd a lui feste de forma F(x)=1¢ . Deoarece
le“ +bx+c,x>0
F este derivabild in 0, rezultd cd F este continud in 0 si avem F (0 — 0) = F(0) =
=F(0+0) = li}rg(—x?’ +xX +ax+c)= li{r%(e"' +bx+c¢)=c<>c =c. Deoarece F este
derivabila in 0, avem F/(0) = F;(0) < ]%(—3)(2 +2x+a)= lj{ré(e’” +b)y ©a=b+1.

, . X+ xr+(b+Dx+c,x<0
Avemdecia=b+1,b e Rsi F(x)= .
e +bx+c, x>0
2. Determinati a, b € R, astfel incat functia F(x) = (asinx + bcosx) - e, F: R > R,
sd fie o primitiva a functiei /: R - R, f(x) =€ " sinx.
Solutie. F'(x) = f(x), Vx e R< [(a—b)—(a+ b)sinx]le =e sinx,VxeR<
1

Sa-b=0iHa+h)=lea=b=-—.

3. Fie functia /: R — IR, £(x) = ¢”'sin 4x. Determinati a, b € R, astfel incat /' : R — R,
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F(x)=¢"(a sindx + bcos 4x) si fie o primitivi a functiei /' pe R.
Solufie. F primitiva a lui f = F este derivabild si F' = £, Obtinem e*(2a sin 4x + 2b -
- cos 4x + 4a cos 4x — 4b sin 4x) = ¢ sin 4x, V x € R & (2a — 4b)sin 4x + (2b +

+4a)cosdx=0,VxeRe2a-4b=15i2b+4a=0<a= i%’b= —%.

4.Fie a € R", b € R si functia g(x) = ax + b. Demonstrati ci daci f: R — R admite
primitiva F, atunci functia %-F o g este primitiva functiei fo g pe R.

Solutie. F\ie G:I->R,Gx)= %(F o g)(x) =%-F (ax + b) . Functia este derivabili si
G'(x)%l-F'(ax+b)~(ax+b)'=%(fog)(x)-a=(fog)(x) , V x € I Deci G este
pnmltlva functlel ! Fog,

5. Calculati pe intervalele / convenabil alese:

a)jax+bdx; b) [(ax+bydx,neZ' - {-1};

¢) [sin(ax +b)dx ; d) j d=*dy .

e b
Solutie. Conform exercitiului rezolvat 4, avem: a) F(x) =lln|ax +bl +€ ——e I
a a
n+l 1 , ax+b
b) 1 (ax+0)" + & c) ——cos(ax + b) + € d) 14
a n+l a a

,xel,de R —{1}.

6. Demonstrati ca functiile F si £, sunt primitive ale aceleiasi functii /: / = R:

a) Fi(x) = 2arctg x; Fh(x) = —arcsm1 2x =R,
+ x

b) Fi(x) = arctg /1 Fz(x)—%arcsmx I=(-1,1).

Solufie. a) f(x)=F/(x)=F}(x) = I? 'b) f(x)=Fl(x)=Fl(x)= 2_1_ _

1-x

7. Calculati urmétoarele primitive:

cos2x 4-2sin’ x T T
a) | ——dx,x € (0, n); b) | ———dx,xe|-——,—|;
)Isinzx ©.m )I cos’ x * [ ) 2)
1 T 7
) | ————dx,xe (0, n); d tzxdx,xe(——,—);
)-[coszxsinzx ©.m) )_fg 272



e) [x+lde,x e R;
2) J‘\/s 4x* +4x+1dx,x e R;

1
i) | —————dx,xeR;
) I (* +D(x* +9)
2 2
Solutie. a) I———COS x e
sin” x

4cos’ x + 2sin’ x

b) |

cos’ x

0 J-sm X +cos’ X oo J-(

1
& I\5/3x—3

1

dx ,x € (1, )

h |

\/;x+1+2\/x2+x
. 1
) Jx"—5x2+4

dx=J.ctg2xdx—jdx:—ctgx—x+€;

dx,x € (0, )

dx,x € (2, ).

dv = [4dx +2[ g’ xdv = 4x +21gx+ € ;

jdxstgx—ctgx+€;

+
cos® xsin’ x cos’x sin’x
_ 2
d) [ tg? xax = jsm xdx:jl ol dx—jdx=tgx-x+ ¢
COS Xx COS X COS X
——+1
— 5
e) j(3x+1)3d M— (3x+1)3 f [Gx-3) Sgeol Bx=3
3.4 3 3
3 5

e s Sl
=5(3x-3)°;g) [(Qx+1)°d :

7
Qu+1)’

5

- TR =2 T) - ().

Probleme propuse

A. Determinati urmatoarele integrale nedefinite:

2. .[(6\/;+3%/;)dx,x <0;

1. I(2x4—4x3 +i—%jdx,x>o;
X

X
RN PR

5. j(6ctg3x—2tg2x)dx, xe (0’ g),

1 2
7- - d s 19 5
I[Zx—2 3x+6) o x e (1)

2
9. j[sin%—cos%) dx ,x € R;

4. J.(4e4x —2e

;
1 1
=§(2x+1)5,h) j—_dxz

Jxe+1++/x

2 dx,x € R;

2
6. J‘(cosz 4x -

4
3 ja’x,xe(O,Ej;
sin” 2x 8

2
8. j—_“xz_de,x>2;
10, [ g e[, 7],
sin” x 2



11j ‘x—'3— dx,x <=2 12. dex,xeR;
(x —4)(x +1) X+

1

w
=

. IX(X—Z)(X+1)dX,X€R; 14. j(tg2x+ctg2x)dx,xe(0, g),

15, J‘\/2+xz+\/2—x2 dx,xe((),\/i); 16. J-xm—\/_;xndx,x>0,m,neN*;

N

17. j c-oszx dx,x e (0, Ej; 18. J. 51an dx,x e (0, Ej;
sin” x 2 cos" x 2
1
19.J. dx,xe(O,Ej; 20._[ .1 dx,xe(o,ﬁj;
cosXx 2 sin x PA
21. _[ dx x>0; 22, dex xeR;
27
cos2x s 5 T
23, | ————dx,xe| 0,— |; 24, {tg"xdx, x| 0,— |;
J‘sinzxcosz)c ( 2) J.g ( 2j
25. J.ctgzdx,xe((),gj; 26. jzsinzfdx,xeR;
27. j%dx,po; 28, [~ A+9° o a0
x(1+x7) x(x* +1)
1 i . b
29, J.——%zdx, xe|l0,—|; 30. I(arcsmx+arccosx)dx, xe|l0,— 1.
cos2x +sin” x 2 2
B. Determinati primitivele urmétoarelor functii:
x+1
2¢" +3x,x<0 —.,x<1
3RS R, f(x)= I ; RARSR fx)=4 x° :
(x+1)", x>0 1+\/;x>]
22 ,x<0
B RSR f(x)=<x +1 ;
2-Jx, x>0

J+tg,xe [—% 0)
34.1: (——,gj >R, f(x)= -

oA

];

sinx+3cosx, x e [0,

Y

35.7:[0,4] > R, f(x) = x+Vx’ —4x+4;

36.f:[-3,4] > R, f(x) =min(x* — 4; x + 2).



C-Demeonstra{i-¢d au loc-egalitatile urmatoare, precizind si un interval corespunzator:

1 : ,
3. [——dv=lntgZ+ ¢ ; 38. | dx:lntg(£+£j+6';
sin x 2 cos X 4 2

- 1 .
39. ICOS dx=cosx+lntg£+ & 40. ICOSX N=———+C
simnx 2 sin” x sin x
41. _[ c'os3x dx =— Al —+C 42. j. dx =In(tgx)+ € .
sin” x 2sin” x sinxcosx
D.

43. Fie functia pard si continud f: [ - R, / interval simetric. Demonstrati ca daca

F : I — R este primitiva lui f pentru care F(0) =0, atunci F este functie impara.

44. Fie f: R — R functie continua si periodica de perioadd T > 0. Daca F este primiti-

va functiei f care verifica relatia F(7) = F(0), atunci F este o functie periodicd cu peri-
oada T.

45. Determinati functiile continue /: R — R care au primitivele F' cu proprietatea

Foy+fm=22L vrer
:

46. Determinati functiile continue /: R — R pentru care existd primitiva F astfel incat
f(x)=F(x)+e cosx,VxeR

47. Demonstrati ca dacd £, g : I - R, sunt f primitivabila, iar g derivabild cu derivata
continua, atunci /- g admite primitive pe intervalul /.

48. Fie F o primitiva a functiei f: R — R, iar f este mirginitd pe R. Demonstrati ca

pentru orice n € N existd ¢ € R astfel incat F(c) f(c) = e

49.Fie f, g, h - R > R, g(x) = f(x) sin x, A(x) = f(x) cos x. Atunci fadmite primitive
pe R daca si numai dacd g si # admit primitive pe R.
50. Determinati functiile /: R — R care admit primitive F’ cu proprietatea:

fx)+Fx) =k, VxeR

51. Determinati functiile continue f: R — R care admit primitivele F cu proprietatea:

f(x)=F(x) + ePsinx, VxeR



1.2. Functii‘care admit primitive

Teorema 1. Fie / — R interval i functia f: 7/ — R care admite primitiva F : / - R.
Fiea, b € R, a # 0. Atunci:

[ f(ax+byan = L Flax+5)+ %

a
Teorema 2. Orice functie continua pe intervalul 7 admite primitive pe /.

Teorema 3. O functie care admite primitive are proprietatea lui Darboux.
Demonstratie. Daca f: I - R admite primitive, atunci existd F: / - R, cu F' = f
Dar daci o functie (F) este derivabila, atunci derivata sa (f) are proprietatea lui Darboux.

Consecinte. 1. Daca f (/) nu este interval, atunci fnu admite primitive pe 1.
2. Dacd f: I — R este o functie cu discontinuitati de speta I, atunci £ nu admite

primitive pe /. Un punct x, € I se numeste punct de discontinuitate de prima spetd da-
cé limitele laterale in x, existd si sunt finite. Un punct de discontinuitate in care cel
putin una din limitele laterale nu existi sau nu este finitd se numeste punct de discon-
tinuitate de speta a doua.

3. Dacid notim cu C, P, D multimea functiilor continue, a functiilor care admit pri-
mitive, respectiv au proprietatea lui Darboux, avem incluziunile C — P < D.

4. Suma dintre o functie care admite primitive si una care nu admite primitive este
o functie care nu admite primitive.

5. Putem s# considerdm operatia de integrare ca fiind , inversa” operatiei de deriva-
re, cu observatiile urmatoare:

1) rezultatul derivarii are proprietatea de unicitate, iar al integririi nu este unic;

i) prin derivare se ajunge la forma explicitd a functiei derivate, iar prin integrare
nu se ajunge intotdeauna la forma explicitd. Nu pot fi calculate (explicit) integrale ca:
[, [, [ d, [, [ a, [—=—dx, [ xtgxdy, [xctgd,

x sinx sin” x cosXx x cos’ x

e’ e
—dx, | =dx.
[T 05
Exemple: 1. I(zx—l)zdx =é(2x_1)3 + @

2 [(-2x+3) de = _%(_2x+3)4 L @

1 1 1
3. dx=—In(4x-1)+ @, —, 0|
J.4x—1 4 (4x=1) xe(4 OO]

4. j sin(4x — 3)dx = —%cos(4x -3+ &
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Calculul primitivelor unei funetii { definite pe subintervale
Consideram f: I — R care admite primitive pe intervalul 1. Fie A = {a1, a2, ..., as} <
clcuay<a<..<a,he€ N fixat. Consideram intervalele I, = I N (o, a1], L =

= (a1, @)y .0» In = (@1, @), It = (a,, ©) N 1. Functia f admite primitiva
F.(x)=F(x)+ € unde F este primitiva lui f pe L. In orice punct @ € 4 avem F(a) =
= F(a — 0) = F(a + 0). Daca a este extremitatea ,,stingd” a lui I, avem F(a) =
=1im F(x) . Daci g este extremitatea ,,dreaptd” a lui /, avem F(a)= }cl{r: F(x).

x—>a
x>a

Probleme rezolvate
1. Fie functiile £, g, h : R > R, g(x) = (x + a) f (%), hx)=xf(x+a),ae R".
a) Demonstrati ca, dac3 g si # admit primitive pe R, atunci f'admite primitive pe R.
b) Determinati o primitiva a lui f cu ajutorul primitivelor lui g si A.
Solutie: a) Fie G, H primitive pe R ale lui g, respectiv h. Avem g(x + a) — h(x) =
=(x+2) -fx+ay-xf(x+ta)=2afx+ a) si deci f(x)=51—(g(x)—h(x—a)). 0]
a
primitivi a functiei x — h(x — a) este H(x — a). Deci, o primitivd a lui f este Fl ) =

= 2L(G(x) —H(x-a)).
a

3x2-2x+1,x<0
2. Determinati a, b € R, astfel incat functia f: R — R, f(x) = jax+1,xe(0,1] sa

bx-2,x>1
admita primitive pe R.
¥ —x"+x+¢,x<0
Solufie: O primitiva a lui fpe R are forma F(x) = E;; +x+¢,,xe(0,1]. Din conditi-
bx*

——2x+cy,x>1
2

-

ile F(0) = F(0 — 0) = F(0 + 0); F(1 —0) = F(1)= F(1 + 0) obtinem ¢, = cz,%+1+c2 =

= %— 2+¢,. Deoarece F este derivabild in 0 §i 1, avem F'(0)=F;(0); F,()=F;(),

adicd lim(3x* - 2x +1) = lim(ax +1); lim(ax +1) = lim(bx-2) ©@ b=a+3,aeR
x/0 N0 /1 Nl
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;x3—x2+x+c,x£0
2
Avem F(x) = %+x+c,xe(0,l]

a+3x
2

9
—2x+5+c,x>1

3.Fie K= {f: R — R | fadmite primitive si f*(x) =x*, V x € R}.
a) Determinati card K.
b) Determinati j F(x)dx .

¢) Ce structura algebrica are (K, o)?
Solutie: a) Demonstram ci f'(x) = x pentru orice x > 0 sau f'(x) = —x pentru orice x > 0.
Presupunem ci exista a > 0, 5> 0, cu f(a) = a, f(b) = —b. Cum f(a)f (b) < 0, atunci ar
exista ¢ Intre a si b, cu f(c) = 0, de unde 0 = fc) = & s1 deci ¢ = 0 (contradictie).
Analog avem f(x) = x pentru orice x < 0 sau / (x) = —x pentru orice x < 0. Exista deci
patru functii date de fi(x) =x, Vx e R, (x) = —x, Vx € R, ix)=lx|, Vx e R, fi(x) =

X
—, x>0
e ] 2 _ ‘ | 5 X =
=—|x/, Vx e R;b) .[f](x)dx :7+ ¢, J.fz(.\‘)afr -—--—2—+-6 4 J-j_q(.r)dx -
——,x<0
2
F sen o |h B A S
I Si(x)dx = 12 ; ¢) Avem (K, o) monoid necomutativ. SHh hof g
x’ o L\h h A fs
2 AV
Jolha fo /o fa

4. a) Determinati functiile polinomiale f: (0, «0) — R pentru care existd o primitivd
£:(0, 0) — Roastfel inct F(x) +xf (x) = 1 + x°, ¥ x> 0 (*).

b) Determinati toate functiile 7, /' : (0, %) — R cu proprictatea (*).
Solutie: a) F(x) = ax® + bx + ¢, x > 0,f(x)=2ax + b; 3ax’ + 2bx+c=1+ ¥ =qg=
= %,b:O, c=1= F(x)= %x2+1,f(x):%;b) Daci Fy(x) = %xz +1 i F'+xF'=
=1+x%, atunci g = F'— Fysixg'+ g =0, Vx>0=(xg)=0,Vx>0=xg(x)=c>0

1
= g(x):E,Vx>O:> F(x):£+—x2+1:>f(x):gx—%,Vx>0.
X x 3 3 X

5. Determinati primitiva functiei /: R — R, f(x) = 2arctg x + arcsin -

I+x°
Solutie: Functia f'este continud pe R (compunere de functii trigonometrice, polinomia-
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